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PŘEVOD DIAGRAMU SÍLA – PRŮHYB ZA TŘÍBODOVÉHO OHYBU NA VZTAH NAPĚTÍ – 
ROZEVŘENÍ TRHLINY 
TRANSFORMATION OF THE FORCE – DEFLECTION DIAGRAM UNDER A THREE-POINT-
BENDING INTO THE STRESS – CRACK OPENING RELATIONSHIP 
Abstrakt 
V příspěvku je popsán analytický přechod z diagramu závislosti průhybu vzorku z betonu 
s příměsí polypropylenových vláken na velikosti zatěžovací síly na vztah mezi napětím a rozevřením 
trhliny v tahu za ohybu. Transformace je založena na kinematickém popisu chování testovaného 
vzorku. Napětí je aproximováno kombinací exponenciálních funkcí doplněnou o člen vystihující 
prokluz vláken přemosťujících trhlinu. 
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Abstract 
In this paper, an analytical form of the transformation from the force – deflection diagram 
obtained under a three-point bending into the stress – crack opening relationship of concrete with 
polypropylene fibers is outlined. The transformation is based on the description of the kinematic 
behavior of the test sample. The stress is approximated by a combination of exponential functions 
supplemented with a term capturing the slip of fibers bridging the crack. 
Keywords 
Fiber reinforced concrete, three-point bending test, kinematic model of structure, stress – 
crack opening relationship. 
 1 ÚVOD 
Důsledná mikromechanická analýza lomových vlastností vyžaduje popis stavu napětí v okolí 
kořene trhliny, jakož i vývoje procesní zóny. Této problematice je v České republice věnována řada 
prací kolektivu vedeného prof. Z. Keršnerem. Vynikající představu o jejich přístupu a přínosech dává 
habilitační práce V. Veselého [1], která zahrnuje několik desítek odkazů. Předložený příspěvek nabízí 
alternativu v rámci klasického inženýrského přístupu. Navržený model je vhodný pro zjišťování drah 
napětí vs. deformace u vzorků zatěžovaných ohybem za současného působení velmi vysokých teplot 
(požár). Těch se dosahuje elektroohřevem pomocí odporové keramické dečky. Vycházíme 
z kinematického popisu chování konstrukce při porušení. Inspirací pro navržený postup byl článek 
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[2]. Zjevně podobnými úvahami prošli již dříve autoři příspěvků [3], [4], [5], ale nepochybně i řada 
dalších badatelů. Stojí za zmínku, že v citovaných příspěvcích autoři pracují převážně s bilineárními 
diagramy závislosti napětí na rozevření trhliny. Z Obr. 1 je patrné, že porušení zkušebního vzorku se 
zářezem odpovídá modelu, kdy neporušené části nosníku se po vzniku makrotrhliny v podstatě 
chovají jako tuhé desky.  
 
Obr. 1: Fotografie experimentu (zdroj [2]) 
Na následujícím Obr. 2 je znázorněno poškození predikované v [1] počítačovou simulací. 
Je vidět, že se odehrává v zóně lokalizované deformace nad zářezem. 
 
Obr. 2: Poškození zkušebního vzorku (zdroj [2]) 
Tomuto problému byla věnována řada prací, které se v rámci inženýrského přístupu do jisté 
míry liší výchozími předpoklady. Jako příklad připomeňme [6], [7], [8]. Společným rysem je splnění 
podmínek rovnováhy sil působících na průřez uprostřed rozpětí nosníku. Základem řešení je diagram 
závislostí síly ܨ na průhybu v. Zkouška tříbodovým ohybem byla provedena na trámci o velikosti 
150x150x700 mm se zářezem zdola uprostřed rozpětí (hloubka zářezu 25 mm). Fotografie 
z provedeného experimentu a schéma rozměrů zkušebního vzorku jsou na Obr. 3. Zkušební vzorek 
byl vyroben z vláknobetonu (obsah polypropylenových vláken byl 4,5 kg na m3 betonu.) Receptura 
betonové směsi je uvedena v [9].  
Závislost průhybu na velikosti zatěžovací síly je v grafu na Obr. 4. Další podrobnosti 




Obr. 3: Fotografie z experimentu a rozměry zkušebního vzorku (zdroj [10]) 
 
Obr. 4: Experimentálně určená závislost průhybu ݒ	 na velikosti zatěžovací síly F (zdroj [10]) 
Příspěvek je rozvržen tak, že v odst. 2 jsou nejprve popsány hlavní předpoklady modelu, 
navazuje aproximace napětí (odst. 3) a popis identifikace modelových parametrů. Výsledky jsou 
shrnuty v odst. 4, na nějž navazuje závěr (odst. 5). 
 2 PŘEDPOKLADY MODELU 
Schéma modelu je na Obr. 5. Dále je zde načrtnut předpokládaný tvar funkce napětí po výšce 
vzorku. Při přechodu z grafu ܨ െ ݒ na ߪ௫ െ ߜ je třeba dosáhnout co nejvýstižnější aproximace normálového napětí ߪ௫ v části průřezu s trhlinami (viz odst. 3), ߜ je rozevření trhliny. 
Základem je popis deformace vzorku, při němž vyjdeme z Bernoulli-Navierovy hypotézy 
o zachování rovinnosti průřezu před a po deformaci. 
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Obr. 5: Schéma deformovaného vzorku a předpokládaný průběh napětí po výšce průřezu 
Uvažujme pás lokalizované deformace tloušťky ݓ௖ , jehož stěny se otáčejí jako tuhé celky kolem středu otáčení ܱ (Obr. 5, Obr. 6). 
 
Obr. 6: Přetvoření v zóně lokalizace a vznik makrotrhliny 





odkud deformace v hloubce ݖ od středu rotace ܱ  




ݖ଴ െ 1 . 
(2) 
Protože vstupem řešení je diagram závislosti ܨ െ ݒ, kde  ܨ je působící síla a ݒ je průhyb, je 
třeba vyjádřit funkci ߝ v závislosti na ݒ ൌ ݒଵ ൅ ݒଶ. Složka ݒଵ představuje pružný průhyb konzoly 
délky ܮ െ ௪೎ଶ . Nepružnou složku ݒଶ získáme z Obr. 6 za předpokladu, že přilehlé konzoly jsou tuhé a deformuje se jen vrstva s trhlinou. Potom 
߰ ൌ ݒଶ 2ܮ ≅ ቎ݒ െ






Konečně rozevření trhliny v hloubce ݖ bude  
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ߜሺݖሻ ൌ ൤ߝሺݖሻ െ ௧݂ܧ൨ݓ௖ ൅ ߜ௬ሺݖሻ ൌ ߰ݖ െ ݓ௖ ൬1 ൅
௧݂
ܧ൰ ൅ ߜ௬ሺݖሻ , 
(4) 
kde ߜ௬ሺݖሻ je přírůstek rozevření trhliny vlivem prokluzu vláken přemosťujících trhlinu. 
Lze se přesvědčit, že v hloubce ݖ ൌ ߩ଴ ൅ ܿ ൅ ݖ଴ je ߜሺݖሻ ൌ ߜ௬ሺݖሻ ൌ 0. K tomu stačí uvážit, že 
߰ ∙ ሺߩ଴ ൅ ܿሻ ൌ ݓ௖	, ߰ݖ଴ ൌ ሺ ௧݂/ܧሻݓ௖ a samozřejmě podmínku  
ߜ௬ሺߩ଴ ൅ ܿ ൅ ݖ଴ሻ ൌ 0 . (5) 
Zbývá vyjádřit přírůstek rozevření trhliny vlivem prokluzu. Využijeme lineární aproximace 
splňující podmínku (5). Spojením vzorců (3) a (4) a tohoto předpokladu vyjde  
 
ߜሺݖሻ
ݓ௖ ൌ ቎ݒ െ














kde ߢ je zatím neznámá konstanta. Při úpravě jsme využili úměry z Obr. 6, z níž plyne vztah        
ߩ଴ ൅ ܿ ൌ ݖ଴ܧ/ ௧݂	. Poznamenejme, že ݖ଴ se vyloučí spojením vztahů (1) a (3). 
 3 APROXIMACE NAPĚTÍ 
Napětí se aproximuje po částech dvěma funkcemi. V neporušené části se uvažuje pružné 
chování materiálu a funkce napětí má tvar 
ߪ ൌ ௧݂ ݖݖ଴ െ ܧ . 
(7) 
V porušené části je ߪሺߜሻ aproximováno řadou exponenciálních funkcí 
ߪሺߜሻ ൌ ௧݂ ൅෍ߙ௜൫1 െ exp൫െߚ௜ሺߜሻ൯൯
௜
൅ Δσ௬ . (8) 
Korigující člen Δσ௬	odpovídá poklesu napětí ve vláknech prokluzem. K tomuto účelu 








ଶ െ ߜ௬ߜ௠቏ 			 pro 0 ൑ ߜ௬ ൑ ߜ௠
ߪ௠ ቈ1 െ 2൫ߜ௬ െ ߜ௠൯ܮ௙ ቉
ଶ





kde ߪ௠ a ߜ௠ jsou na rozdíl od původního modelu [12] neznámé parametry. Poměrné přetvoření ve vztahu (8) vyjádříme pomocí aproximace (6), kde ߙ௜	a	ߚ௜	jsou rovněž neznámé parametry.   
Pro výsledné napětí v průřezu musí být normálová síla rovna nule, a tedy 
නߪ݀ݖ ൌ 0	.  (10) 
Z rovnice (10) lze určit pro každou dvojici hodnot ܨ a ݒ hodnotu napětí |ߪ଴| v horních vláknech průřezu (viz Obr. 5). Ohybový moment plyne ze vztahů 




ܾ ൌ නߪሺݖሻݖ dݖ ൌ
ܨܮ
2ܾ . (12) 
 
Pro vybranou hodnotu průhybu ݒఒ	a jí odpovídajícímu momentu  ܯఒതതതത  získaného pomocí vztahu (11) z Obr. 4 lze pak s využitím rovnic (8) až (12) určit parametry ߙ௜, ߚ௜, ߢ, ߪ௠, ߜ௠	 z optimalizační podmínky  
෍ሺܯఒ െܯఒതതതതሻଶ → min
ఒ	
, (13) 
kde ߣ	 je počet vybraných momentů. 
 4 VÝSLEDKY 
Na Obr. 7a je graf závislosti průhybu testovaného vzorku na ohybovém momentu, kde 
čerchovanou čarou jsou vyznačena data z experimentu a plnou hodnoty predikce teoretickým 





Obr. 7a a 7b: Grafy závislosti průhybu na ohybovém momentu (čerchovaná čára experiment, plná 
čára je výstupem z aproximace) 
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Hledaný graf závislosti napětí σ୶ na rozevření trhliny ߜ je na Obr. 8. 
 
Obr. 8 Graf závislosti ߪ௫ െ ߜ 
Šířka lokalizačního pásu byla odhadnuta v souladu s doporučením [13] jako trojnásobek 
průměru největšího zrna kameniva, tj. ݓ௖ ≅ 50	mm. Tuto veličinu lze ovšem dále upřesnit v rámci optimalizační podmínky (13). Maximální rozevření trhliny predikované modelem odpovídá 
experimentálně zjištěné hodnotě 3,2 mm. Při zanedbání prokluzu vlákna a jeho protažení by pak 
poměrné přetvoření mohlo být aproximováno poměrem	ߜ/ݓ௖ , viz vzorec (6). 
 
 5 ZÁVĚR 
V předloženém příspěvku je nastíněn jeden z možných inženýrských přístupů k predikci 
pracovního diagramu vláknobetonu v tahu za ohybu z výsledků zatěžovací zkoušky tříbodovým 
ohybem. Již z experimentu bylo patrné, že prvky z vláknobetonu si uchovávají reziduální napětí i po 
vzniku prvních trhlin, kdy tah v průřezu přebírají zatím neporušená vlákna. Postup vychází 
z kinematického popisu modelu. Průběh napětí je určen optimalizací s využitím podmínek 
rovnováhy. V porušené části je průběh napětí aproximován exponenciálními funkcemi. Pokročilá 
fáze experimentu, kdy dochází k prokluzu mikrovláken přemosťujících trhlinu, je v modelu vystižena 
doplňujícím členem, který je modifikací vztahu závislosti napětí na rozevření trhliny navrženého na 
základě mikromechanických úvah profesorem Li. Parametry těchto funkcí byly stanoveny simulací 
ve spojení s metodou nejmenších čtverců. Určitá diskrepance mezi experimentální závislostí 
ohybového momentu (resp. působící síly) na průhybu a jeho modelovou predikcí jde zřejmě na vrub 
malého počtu členů v Dirichletově řadě (záměrně zvoleny jen dva členy). Další možností zpřesnění 
predikce kromě zvýšeného počtu členů v aproximaci (8) a sčítanců v (13), je zahrnutí šířky 
lokalizačního pásu ݓ௖ mezi optimalizační parametry. 
Navržený model nabízí možnost testování vzorků při velmi vysokých teplotách. 
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